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Resume. — On construit les champs de Hurwitz et on en donne quelques 
proprietes, essentiellement contenues dans SGAl. Quelques applications de 
nature arithmetique en sont deduites. 

Abstract. — We propose a construction of Hurwitz stacks and give some 
properties of them, most of which are consequences of SGAl. Some applica- 
tions of arithmetic flavor are then deduced. 
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1. Introduction 

Les espaces de Hurwitz sont, classiquement, des varietes analytiques com- 
plexes qui parametrent, en un sens plus ou moins precis, les revetements de 
la sphere de Riemann dont le degre et le nombre de points de ramification 
sont donnes, et dont la ramification est simple. lis ont notamment permis 

Classification mathematique par sujets (2000). — 14A20, 14D22, 14E20. 
Mots clefs. — Specialisation du groupe fondamental, espaces de Hurwitz, corps de defini- 
tion, champ algebrique, theoreme de Belyi. 
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d'etablir de maniere algebrique (Klein, Hurwitz) la connexite de I'espace de 



modules des courbes en caracteristique zero, et meme (Fulton, |14| en carac- 
teristique positive, assez grande (voir aussi I'appendice de [TtI qui fournit une 
demonstration algebrique du seul argument d'origine analytique de la demon- 
stration de Deligne et Mumford). Leur construction etait originellement par 



voie transcendante. En particulier, Particle [11] d'Emsalem construit effective- 
ment ces espaces de Hurwitz en tant que varietes algebriques sur le corps des 
rationnels, mais la demarche qui y est suivie consiste a algebriser I'espace de 
Hurwitz defini de maniere transcendante, puis a descendre son corps de defi- 
nition de C a Q, via la theorie de Weil. Cependant, dans Particle deja cite de 
Fulton, ils sont construits de maniere algebrique, en recourrant a un theoreme 
de Grothendieck concernant la representabilite des foncteurs non ramifies 

L'etude du probleme inverse de Galois (construire des extensions regulieres 
de Q(T) de groupe de Galois donne) les a remis au gout du jour il y a une 
vingtaine d'annees (travaux de Fried, [|T3[| ) avec necessairement un parfum 
arithmetique un pen plus pousse. Les notions de corps de modules on de corps 
de definition d'une courbe algebrique {resp. d'un revetement) etaient au centre 
d'un grand nombre de travaux. Outre bien siir ceux concernant la rigidite, ou 
r effervescence autour des dessins d'enfants, je pense surtout a un article de 
Beckmann ([§]) dont il sera question dans ce texte : elle y controle les places 
de ramification dans le corps des modules d'un revetement ramifie de la droite 
projective. En revanche, il est bien connu qu'il est en general plus difficile de 
preciser un corps de definition. 

Cette note tire en effet son origine (en 1995) de la constatation que le 
theoreme principal de cet article etait une consequence relativement directe 
de la theorie de la specialisation du groupe fondamental, telle qu'etudiee par 
Grothendieck et Mme Raynaud dans SGA 1 ( [p6| , expose XHI). Suite a des 
discussions avec Emsalem, cette approche a ete effectivement decrite dans un 



article de ce dernier (|12|). Comme il est clair a quiconque a lu le dernier expose 
de SGA 1, cette approche s'etend aux revetements d'une variete algebrique 
lisse ramifies le long d'un diviseur a croisements normaux stricts. 

Pen apres, j'ai realise qu'on pouvait en fait interpreter ce theoreme comme 
un analogue du theoreme de Chevalley-Weil pour ces espaces de Hurwitz. Tout 
le sel de I'histoire vient alors du parallelisme entre corps de definition/ corps 
des modules et variete/champ algebrique. 

Parallelement a I'elaboration de cet article, I'importance des gerbes et de la 
cohomologie non abelienne dans ces questions a ete remarquablement mise en 
valeur dans des travaux de Debes, Douai et Emsalem (Q, Q, Q, pO[ , Q). 

Dans le present article, je construis des champs de Hurwitz dans une sit- 
uation tres generale. Leur existence en tant que champs algebriques d'Artin 
est assez facile. Le fait que ce soient des champs de Deligne-Mumford provient 
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essentiellement des proprietes de la specialisation du groupe fondamental. Les 
espaces grossiers qui leur sont associes sont a priori des espaces algebriques, 
mais, miraculeusement, la finitude du groupe fondamental en fait des sche- 
mas. Faute d'avoir realise ce dernier point plus tot (!), j'avais laisse cet article 
hiberner, certes un peu trop longtemps. Je montre pour finir comment retrou- 
ver effectiment le theoreme de Beckmann mentionne plus haut dans le style 
Chevalley-Weil. 

Notons aussi que les gerbes construites dans les articles de Debes, Douai, 
Emsalem, apparaissent alors (evidemment) comme les gerbes residuelles du 
champ de Hurwitz en ses points algebriques. 

Je ne peux terminer cette introduction sans mentionner un certain nombre 
de lacunes (serieuses) de cette note : 

- Particle [p!7[| de Harris et Mumford, repris amplement par Mochizuki (pO|]) 
introduit une compactification des espaces de Hurwitz. Ce dernier incorpore 
aussi des techniques logarithmiques. La these (apparemment non publiee) de 
Wewers propose aussi une construction (differente) des espaces de Hurwitz 
usuels. 

II n'en sera helas pas question ici. On pent esperer que la theorie de la 
specialisation du groupe fondamental en geometric logarithmique recemment 
etudiee par Vidal, jointe aux methodes de cette note permette de construire des 
« log-champs » qui ne sont siirement pas sans rapport avec la compactification 
de Harris-Mumford. 

- Je ne tiens pas compte des groupes d'inertie. 

- la vertu essentielle des espaces de Hurwitz classiques est leur connexite 
(cf. fl^ ) ainsi qu'une note recente de Graber, Harris et Starr, [15]). En general, 



on ne pent probablement rien dire, mais je n'ai pas reflechi au probleme. 

- en certaines caracteristiques, les champs de Hurwitz que je construis ne 
sont probablement pas raisonnables, et d'ailleurs, j 'ignore largement ce qui se 
passe en ces caracteristiques. (C'est lie au fait qu'il y a souvent trop de p- 
revetements en caracteristique p.) Par d'autres methodes (espaces de modules 
des courbes stables), Abramovich et Oort ont defini dans [l| des compactifi- 
cations des espaces de Hurwitz. 

Je remercie Debes, Emsalem, Lochak et Pop de I'interet qu'ils ont porte a 
ce travail. 



2. Notations 



2.1. — Nous utiliserons dans ce texte la theorie des champs algebriques, telle 
qu'elle est developpee dans la monographic |19| de Laumon et Moret-Bailly. 
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Depuis la redaction de cet ouvrage, on pent noter que le critere d'Artin d'al- 
gebricite d'un S'-champ (coroUaire 10.11 de loc. cit.) a ete etendu par Conrad 
et de Jong du cas d'un schema localement de type fini sur un corps ou sur un 
anneau de Dedekind excellent au cas d'un schema excellent quelconque. Meme 
si cette generalite est illusoire dans les applications que nous avons en vue, 
nous redigerons cette note en tenant compte de cette amelioration. 

2.2. — Soit S un schema excellent. 

On designe par (Aff / S) la categoric des schemas affines T munis d'un mor- 
phisme T — > 5" ; cette categoric est munie de la topologie fppf. Conformement 
aux conventions choisies dans , nous pourrions nous contenter de la topolo- 
gie etale. D'apres loc. cit., (9.4), ga ne change rien. 

Si X et T sont deux S'-schemas, on designe par Xt le T-schema X Xs T 
(changement de base). 

SiY ^ X est un morphisme de schemas, on designe par Aut{Y/X) I'ensem- 
ble des X-automorphismes de Y. 

Un revetement d'un schema X est un morphisme y — > X localement libre 
de type fini et surjectif. 



3.1. — Soient S un schema excellent, ainsi qu'un schema X muni d'un mor- 
phisme projectif et plat vr : X — > S a fibres geometriques connexes et reduites. 
(Done TT^^x = ^s, universellement.) 

On s'interesse a parametrer les revetements (localement libres de type fini, 
surjectifs) de X, verifiant eventuellement certaines proprietes supplementaires 
(ramification, degre, groupe d'automorphisme. . . ). 

Definition 3.2. — On definit une categoric J^{X/S) comme suit : 

- ses objets sont les triplets {T,Y,f), ou T £ ob(Aff/5'), Y est un schema 
et / : y ^ Xt est un revetement ; 

- un morphisme de {T,Y, f) dans {T',Y',f') est un couple {h,r]), ou h : 
T ^ T' , 1] : Y ^ Y' sont deux morphismes de schemas tels que le diagramme 



3. Construction des champs de Hurvi^itz 



y 



^Y' 



Xt 



idxxh 



->■ Xt' 



est cartesien. 



On munit cette categoric du foncteur d'« oubli du revetement » J^{X/S) 
(AE/S) qui associe a (T, Y, f) le schema T. 
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Quand il ne pourra y avoir de confusion possible, on notera ^ = M'{X/ S). 
Si T est un S'-schema, on notera aussi la categorie fibre en T (dont les 
objets sont les (T,Y,f) comme ci-dessus). 

Lemme 3.3. — La categorie J^{X/S) ainsi definie est un S -champ. 
Demonstration. — II est immediat sur la definition que est un S'-groupoi'de 



([19], definition 2.1). II y a alors deux points a verifier : 

- Soient T — s- 5" un schema, fi-Yi^ Xt et f2 '■ Y2 Xt deux objets 
de J^T- Alors, le foncteur IsomT(Yi, 12) est un faisceau sur T. C'est clair 
puisque premierement, les isomorphismes dans sont des morphismes de 
T-schemas et qu'un morphisme entre deux T-schemas se definit localement 
sur T ; deuxiemement, un tel morphisme qui est localement cartesien sur T 
Vest globalement. 

- Si T' — 5- T est un morphisme fppf, toute donnee de descente de T' a T 
dans est effective. Soit en effet f : Y' ^ X xj^ T' un objet de J^i, muni 
d'une donnee de descente de T' a T. Un morphisme fini etant affine, il resulte 
du theoreme de descente de Grothendieck ([16], exp. viii, th. 2.1) qu'il existe 
un objet canonique f : Y ^ Xt de tel que f x^T' soit isomorphe a /'. 
D'autre part, la propriete pour un morphisme d'etre fini localement libre est 
locale pour la topologie fppf {loc. cit., cor. 5.7). □ 

3.4. — Introduisons maintenant diverses generalisations du champ rJ^{X/S). 

- Soit n un entier > 1 ; la categorie J^'^{X/S) est la sous-categorie pleine 
de formee des (T, Y, f : Y ^ Xt) G J^t tels que / soit de degre constant 
n. 

- Soit U un ouvert de X schematiquement dense dans toute fibre de X — s- 5, 
si bien que pour tout schema T —f S, U xsT est schematiquement dense dans 
X XsT; la categorie Jf'^~'^^{X/S) est la sous-categorie pleine de formee 
des (T, y, /) € tels que / soit etale au-dessus de [/ x 5 T. 

- La categorie J^^~'^^{X/S) est la sous-categorie pleine de Jf formee des 
(r, Y, f) G Ji^ tels que I'ensemble des points de Xt au-dessus desquels / est 
etale soit un ouvert de Xt qui est schematiquement dense dans toute fibre de 
Xt T. 

On pent aussi ajoindre des structures supplementaires aux revetements, 
comme par exemple : 

- Soit G un groupe fini; la categorie J^'^iXjS) a pour objets les 
((T,y, /),(/?), ou (T,y,/) est un objet de =^ et : G ^ Aut(y/Xr)°P 
est un anti-isomorphisme de G dans les automorphismes de YjXT- Les 
morphismes de la categorie M''^ sont les morphismes de la categorie qui 
commutent a Taction de i-p. 
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- Si Z C X est un sous-schema tel que Tr*^^ = ffs universellement, et si 
n est un entier > 1, la categoric J^"''^~^^{X/S) a pour objets les ((T, Y, f),a), 
oil (T, Y, f) est un objet de =^ et a est un isomorphisme {1, . . . ,n} x Zt ^ 

f-HzT). 

On definit d'autres categories J^^'^-^\ j^n,u-et,z-tT ^ 

sistent a imposer toutes les conditions et a adjoindre toutes les donnees in- 
diquees en exposant, les morpliismes etant bien sur astreints a verifier les 
compatibilites correspondantes. En outre, on dispose de foncteurs d'oubli na- 
turels vers Jf{X/S) qui permettent d'identifier les categories avec plusieurs 
conditions comme les produits fibres des categories correspondantes au-dessus 
de jr. 

Dans les applications que nous avons en vue, X sera en outre lisse sur S 
et U sera le complementaire d'un diviseur a croisements normaux relatif sur 
S. Lc cas Ic plus simple, donnant lieu aux cspaccs dc Hurwitz classiquement 
consideres, est obtenu pour S I'espace qui parametre les families de d points 
distincts de la droite projective sur Q, X = x S, D C X \e diviseur de 
degre d universel (dont la restriction a x {s} esi le diviseur donne par le 
point s) et U = X\D I'ouvert complementaire. 

Lemme 3.5. — Pour tout objet {T,T, f : Y ^ Xt) de J^{X/S), le faisceau 
sur (Aff/T) donne par T' Aut(Yr'/^T') est representable par un T -schema 
ajfine de type fini. 

Demonstration. — Soit (o = f^ffy la i^XT'^lgebre localement libre de 
rang fini definissant Y (de sorte que Y = Specxj,^)- H y a bijection entre 
Aut{Yj'> / Xt') et les automorphismes de St' comme ^Xj„-algebre, d'oii un fais- 
ceau representable par un sous-schema ferme de V(7r* Hom^^^^ , (^))'^. □ 

Proposition 3.6. — Toutes ces categories introduites sont des S- champs. De 
plus, les 1-morphismes naturels 

JT'^iX/S) J^{X/S), J^^-^\X/S) J^3-^\X/S) je{x/s) 

sont representables par des immersions ouvertes. Les 1-morphismes 

3^^{XIS) je{X/S) (resp. jr^-*™(X/5') ^ .^{X/S) ) 
sont representable affines, et le second est mime un &n-iorseur. 

Demonstration. — Une sous-categorie pleine d'un S'-groupoi'de en est automa- 
tiquement un, si bien que JT", jr^-^* et Jfe-^* sont des 5-groupoides. De 
meme, pour ces ^-groupoides, la propriete que le foncteur des isomorphismes 
entre deux objets soit un faisceau resulte de la propriete correspondante dans 

je{x/s). 
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D 'autre part, les conditions imposees sont locales pour la topologie fppf, si 
bien que toute donnee de descente qui est deja effective dans ^{X/ S) fournira 
un objet de la sous-catcgorie, laquelle est ainsi un sous-S'-champ. 

Pour prouver que le 1-morphisme " — > est represent able par une 
immersion ouverte, il faut prouver que pour tout S'-schema T, et tout Y — > Xt-, 
I'ensemble des t £ T tels que Yt ^ Xt est de degre n est ouvert dans T. Or, 
le degre d'un morphisme localement libre est localement constant si bien que 
Y —>■ Xt est de degre n au-dessus d'une reunion de composantes connexes de 
Xt lesquelles sont de la forme Xti, pour Ti une composante connexe de T, 
puisque X ^ S est a fibres geometriquement connexes. 

De meme, soit f : Y ^ Xt un revetement. Soit B C Xt son lieu de 
branchement, plus petit ferme de Xt tel que f :Y ^ Xt soit etale au-dessus 
de Xt \ B. Comme ir : X ^ S est plat, la projection Tr{XT \ B) est un ouvert 
T' C T. C'est de plus le plus grand sous-schema de T tel que / : Yt' Xt' est 
etale au-dessus d'un ouvert de Xt' surjectif sur T', et sa formation commute 
au changement de base. Par consequent, S"^* Jif est representable par 
une immersion ouverte. 

Finalement, soit U C X un ouvert de X qui est dense dans toute fibre de 
X ^ S et montrons que J^*^'^* M' est representable par une immersion 
ouverte. Considerons done f : Y ^ Xt un revetement. Son lieu de branche- 
ment est un ferme B C Xt ; I'intersection B n {Xt \ U) est un ferme de Xt 
dont la projection dans T est fermee. Notant T' I'ouvert complementaire, on 
constate que /t' : ^t' ^ ^T' est un objet de M'^'^^ et T' est le plus grand 
sous-schema de T qui verifie cette propriete, d'oii I'assertion. 

Passons maintenant au champ ^. C'est tout d'abord bien un S'-champ : 

il est deja clair que c'est un S'-groupoi'de. De plus le prefaisceau des iso- 
morphismes entre deux objets est un faisceau : etant donncs deux objets 
{Yi XT;ipi) et {Y2 XT;ip2) de Jfrp et un morphisme fppf T' T, 
tout isomorphisme a : (Yi^t' Xt';(Pi,t') —>■ (^2,T' ^ Xt';(P2,T') dans 
descend en Tin isomorphisme dans .Ji^r' qui va necessairemcnt commTiter aux 
actions de G via et ip2- Finalement, montrons que toute donnee de descente 
est effective : une donnee de descente de T' a T sur un objet {Yt' Xt'\^t') 
de nous fournit tout d'abord un objet Y — > Xt de Mr car est un S- 
champ. On obtient une donnee de descente de T' a T sur les ^T'{g) qui est elle 
aussi effective, K\ii{Y/XT) etant un T-schema, d'ou un anti-homomorphisme 
if -.G ^ Aut(y/XT)°P qui est, encore par descente, un anti-isomorphisme. 

La represent abilite du 1-morphisme ^ resulte du fait que pour 

toute famille {Y Xt) & J^, le foncteur des homomorphismes T' 
Hom(GT' — Aut{YT'/XT') est le foncteur des T-homomorphismes entre deux 
schemas affines sur T, et est done representable par un schema affine afHne 
sur T. 
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Enfin, montrons que c^"''^"*'' est un champ et que J^"''^"*'' est 
representable, fini et plat. Qu'il soit un S-champ se prouve de maniere ana- 
logue (mais plus simple) a Jif'~'. Quant a la representabilite, si y ^ Xt est 
un objet de Ji^r, soit la ^Xx'^lg^bre localement libre correspondant a Y. 
Les cr : {1, . . . , n} X Zt — > /^^{Zt) s'identifient a des isomorphismes de ^Zt" 
algebres 

donnee representable par un torseur sous le groupe symetrique S^, etant donne 
que TT^K^^ = universellement. □ 

Proposition 3.7. — Soitn >\un entier. Le champ M'^{X/ S) est un champ 
algebrique de type fini. Par consequent, le champ M'{X/ S) et ses variantes 
introduites en (\3..^ sont des champs algebriques localement de type fini. 



Demonstration. — Soit Fib^ le S'-cliamp des faisceaux localement libres de 



rang n sur X. D'apres le theoreme 4.6.2.1 de [19|, c'est un champ algebrique 
de type fini sur S. On dispose d'un 1-morphisme de 5-champs J^n — *■ Fib^ qui 
associe au revetement de degre n, f ^ Xt, le faisceau localement libre de 
rang n sur Xt qu'est j^Gy. 

Nous alons prouver que ce morphisme est representable. Compte tenu du 
dictionnaire entre schemas affines sur Xt et ^XT'^-lg^bres quasi-coherentes, 
cela revient a prouver qu'etant donne un faisceau S , localement libre de 
rang n sur Xt, la categoric formee des structures de ^XT'^lg^bres sur S est 
representable par un espace algebrique. Or, elle I'est meme par un schema! 
Une structure de algebre sur S consiste en effet en : 

- une unite, qui est une section ne s'annulant pas de vr^tp , representee par 
I'ouvert complementaire de la section nulle dans le T-fibre vectoriel V(7r*(f ^) ; 

— une fois fixee I'unite, une loi de multiplication, astreinte aux compatibilites 
qui font de S une ^^XT'^^g^bre, representee par un ferme du T-fibre vectoriel 
V(7r* Hom(^® <f,<f)V). 

La reunion de ces deux conditions est ainsi representable par un schema quasi- 
projectif de type fini, d'ou la proposition. □ 

Proposition 3.8. — On suppose que les fibres du morphisme X ^ S satis- 
font a la propriete (S2) de Serr^^. Soient T un S-schema, xi = (/i : Yi — > 
Xt) et X2 = (/2 : Y2 Xt) deux objets de J^rp. Supposons qu'il existe un 
ouvert U C Xt schematiquement dense dans toute fibre au-dessus de T tel 
que fi et f2 soient etales au-dessus de U. Alors, le faisceau sur T donne par 
IsomT(xi, X2) est un schema fini et non-ramifie sur T. 



'^^En d'autres termes, le morphisme X — > S est (S2), c/. EGA 4, def. 6.8.1. 
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Demonstration. — On peut bien sur supposer que T = 5. La representabilite 
de ce faisceau est contenue dans la definition d'un champ algebrique, ainsi que 
le fait qu'il soit separe et quasi-compact sur S. Nous avons deja vu qu'il est 
affine (lemme |3.5D . Montrons qu'il est propre et non ramifie. 

Soient Yi ^ X et Y2 ^ X les revetements de degre n correspondant a xi 
et X2- 

Prouvons que le faisceau des isomorphismes entre xi et X2 est non ramifie. 
On peut pour cela supposer que S = Spec R, I C R est un ideal de R tel que 

= et noter Sq = Spec(i?//). Etant donne un isomorphisme : Yi^Sq 
^2,So au-dessus de Xsq, il faut montrer qu'il existe au plus un isomorphisme 
a : Yi — > I2 au-dessus de X dont uq soit la restriction a Sq. 

La « remarquable equivalence de categories » (EGA 4, th. 18.1.2) implique 
que la restriction de a a fi^{U) est uniquement determinee par la restriction 
de ao a fi^{U)so- Comme U est schematiquement dense dans X, il existe au 
plus un isomorphisme a : Yi — > 1^ qui releve ao- 

Prouvons qu'il est propre. On peut alors supposer que S est un trait de 
point generique r], de point ferme s. Si : Yi^^ 12,?? est un isomorphisme 
au-dessus de X^, montrons qu'il existe un unique isomorphisme a : Yi ^ Y2 
dont la restriction a i] soit a.^. On peut interpreter comme une section du 
morphisme canonique Yi x x — Yi au-dessus de Yi^^i qu'il faut etendre a Yi. 

D'apres le critere valuatif de proprete, il existe un ouvert Oi C Yi dont le 
complementaire est de codimension > 2 et une section ai au-dessus de Oi. 

Le morphisme Yi Xx Y2 ^ Yi est fini localement libre, defini par I'image 
reciproque £'2 par Yi ^ X de I'algebre finie localement libre qui definit Y2. La 
section ai correspond ainsi a une section de £"2 au-dessus de Oi. Comme Yi est 
(S2) (le morphisme Yi —f S est (S2) et plat comme compose de morphismes 
(S2) et plats, et S est (S2) puisque c'est un anneau de valuation discrete, 
of. EGA 4, prop. 6.8.3), cette section s'etend en une unique section de (§'2 au- 
dessus de Yi, d'oii une section du morphisme Yi Xx Y2 — Yi, d'ou finalement 
un unique X-morphisme a : Yi — 1^2 qui etend a.^. 

En appliquant le meme raisonnement a , puis a a^^ oa~^ et oa^, on 
voit que a est un isomorphisme, comme il fallait demontrer. □ 

II resulte de la proposition precedente et des definitions le coroUaire suivant : 

Corollaire 3.9. — Supposons que le morphisme X ^ S satisfait a la pro- 
priety {S2). Le morphisme diagonal ,^[X/S) ,^[X/S) X5 ,^(X/S) est 
representahle, fini et non ramifie. 

Corollaire 3.10. — Supposons que le morphisme X ^ S satisfait a la 
propriety (S2). Les champs jr"(X/5), jr"'^-*™(X/5), ^"'^-"'*(X/5), 
■^^{X/S) sont des champs de Deligne-Mumford de type fini. Le champ 
J^{X/ S) est un champ de Deligne-Mumford localement de type fini. 



10 



ANTOINE CHAMBERT-LOIR 



Demonstration. — Rappelons qu'un champ de Deligne-Mumford est un 
champ algebrique ^ qui possede une presentation etale, c'est-a-dire tel qu'il 
existe un 1-morphisme P J^, etale, ou P est un schema. 



C'est une consequence de la prop. 3.7, du corollaire precedent et de |19 



th. 8.1. □ 

Remarque 3.11. — La theorie precedente s'etend verbatim d'un es- 

pace algebrique X/S en remplagant partout les schemas par des espaces al- 
gebriques. Les seuls problemes proviennent de I'utilisation eventuelle de sche- 
mas de Hilbert (qui n'est un schema que dans le cas projectif). Cependant, 
etant donne un espace algebrique propre, Artin construit dans [§] son « es- 
pace algebrique de Hilbert ». La meme demonstration que dans le cas projec- 
tif implique alors que les fibres vectoriels sur un espace algebrique propre sont 
classifies par un champ algebrique. 

Remarque 3.12. — II faudrait aussi traiter un cas supplementaire : celui oii 
on fixe des conditions sur les groupes d'inertie. Ce sera essentiel au paragraphe 
suivant lorsqu'on voudra exprimer les proprietes des champs de Hurwitz qui 
resultent de SGA 1. 



4. Proprietes des champs de Hurwitz 

Dans tout ce paragraphe, nous supposons que X est lisse sur S et que U C X 
est I'ouvert complementaire d'un diviseur a croisements normaux relatifs D. 
Cela signifie ( [p!6|| , XIII, 2.1) que localement pour la topologie etale, D C X 
est isomorphe a div(xi • • • Xr) C A". 

Nous allons donner quelques proprietes des champs de Hurwitz en nous ra- 
menant aux des enonces correspondants sur les revetements ou sur les groupes 
fondamentaux demontres dans [p!^ . Si / : {X, x) — > {Y, y) est un morphisme 
de schemas connexes « geometriquement pointes », rappelons que I'on a un ho- 
momorphisme /=„ : ■ki{X,x) 7ri{Y,y) entre groupes fondamentaux et que : 

- /=„ est injectif si et seulement si tout revetement etale connexe de X est 
une composante connexe de I'image reciproque par / d'un revetement etale de 
y (0, V, 6.8); 

- /=„ est surjectif si et seulement si I'image reciproque par / de tout revete- 
ment etale connexe de Y est connexe (|16|, V, 6.9) ; 

- /=f est un isomorphisme si et seulement si / induit par image reciproque 
une bijection entre les categories des revetements etales connexes de Y et de 
X (consequence des deux points precedents, ||l6|, V, 6.10). 



Proposition 4-1- — Le champ Jif^~'^^{X/S) est etale sur S aux points cor- 
respondant a des revetements moderement ramifies. 
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Demonstration. — Comme est localement de type fini sur S, il suffit de 
prouver qu'il est formellement etale aux points consideres. Autrement dit, si 
S' C S un ferme defini par un ideal de carre nul et Y' Xg' un revetement 
de Xgi non ramifie hors de Dgi et moderement ramifie le long de -D5', on doit 
prouver qu'il existe un unique revetement Y ^ X non ramifie hors de D tel 
que Ys> = Y'. 



Or, c'est une consequence du lemme d'Abhyankar relatif (|16|, XIII, 5.5), 
de I'enonce analogue pour les revetements etales ( []T^] , ? ?) et de la theorie de 
la descente. □ 

Si N est un entier, 5[1/A^] designe le plus grand ouvert de 5 ou N est 
inversible. 

Proposition 4.2. — Le champ J^'^'^-^\X/S) est propre et quasi-fini au 
dessus de Le champ M'^'^~^^{X/ S) Xs'5[l/n!] est propre et quasi-fini 

au-dessus de S[l/n\]. 

Demonstration. — Posons N^G dans le premier cas et = n! dans le sec- 
ond. Une fois etablie I'assertion relative a la proprete, I'autre decoule de la 
proposition precedente : un 5-cliamp de Deligne-Mumford qui est propre et 
etale est en effet quasi-fini, comme on le voit sur une presentation etale. 



Le critere valuatif de proprete pour les champs de Deligne-Mumford (|19 
prop. 7.12p^) nous ramene a etablir le fait suivant : supposons que 5 = Speci? 
est le spectre d'un anneau de valuation discrete, de corps residuel k de carac- 
teristique p ne divisant pas N et de corps des fractions K, alors tout revete- 
ment galoisien de groupe G {resp. de degre n) de Xk se prolonge en un unique 
revetement de X qui est galoisien de groupe G {resp. de degre n). 

Dans le premier cas, cela resulte de ce que le morphisme canonique en- 
tre les plus grands quotients d'ordres premier a p des groupes fondamentaux 



7ri{XK)^P^ 7ri(A)(p) est injectif. Sa bijectivite resulte en fait de [16], XIII, 
2.8 (cf. loc. cit., preuve de 2.12, page 394). 

Dans le second cas, I'ordre du groupe de Galois de la cloture galoisienne 
d'un tel revetement divise n!, ce qui nous ramene au cas deja traite. □ 

Corollaire 4.3. Les champs de Hurwitz M'^^^-'^\X/ S), M''^'U-et 

que nous 

avons introduits possedent des espaces grossiers en tant qu 'espaces algebriques. 
Leur restriction au plus grand ouvert tel que ^G ( resp. n! ) est inversible est 
un schema fini etale. 



Demonstration. — D'apres un theoreme de Keel et Mori ( |18| , cor. 1.3; 
voir aussi [IS], th. 19.1), tout champ algebrique de type fini et separe pos- 



sede un espace grossier associe dans la categoric des espaces algebriques. 



'■^'La condition (*) de loc. cit. est verifiee car les champs consideres sont de Deligne-Mumford, 
cf. loc. at., remarques 7.12.2 et 7.12.3. 
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Notons ainsi avec des lettres romaines les 5-espaces algebriques grossiers 
des champs de Hurwitz. II resulte de la proposition \i.2[ que H'^''^"'^*(X/5) 
{resp. W^'^~'^^{X/S)) est propre et quasi-fini au-dessus de 5[1/A^], ou = #G 
(resp. N = n\). La proposition est alors une consequence immediate de ce 
qu'un espace algebrique quasi-fini au-dessus d'un schema est un schema ( ||T9|| , 
th. A.2 et cor. A.2.1). □ 

Bien siir, dans les cas oii le probleme de modules considere n'a pas d'au- 
tomorphisme non trivial, la proposition precedente montre que le champ de 
Hurwitz est est un schema fini etale au-dessus d'un ouvert convenable de S. 
C'est notamment le cas du champ M"~'{X/S), lorsque le centre du groupe 
fini G est trivial. 



5. A propos d'un theoreme de S. Beckmann 

5.1. — Soit S un schema et soit ^ un S-champ algebrique localement 
noetherien. Rappelons ( |19| , chap. 5 et 11) qu'un point (automatiquement 
« algebrique », en vertu de loc. cit., th. 11.3) de X est une classe d'equivalence 
de couples {x,K), ou K est un 5'-corpsp^ et x un morphisme de S'-champs, 
Specie — > On dit que deux couples {xi,Ki) et {x2,K2) sont equiva- 
lents s'il existe un couple {x,K), ou K est un sur-S'-corps de Ki et K2 et 

X = Xi ®Ki K = X2 0K2 K. 

Un tel point ^ se factorise canoniquement a travers un sous-S-champ 
de ^ qui est une gerbe de type fini sur son faisceau grossier, lequel est de la 
forme SpecK(^), pour un certain corps k(^) appele corps residuel du point ^. 

On voit ainsi que, dans le langage des espaces de modules, le corps residuel 
d'un point n'est autre que le corps des modules de I'objet represente. 

Nous pouvons maintenant enoncer I'analogue pour les champs algebriques 
d'un theoreme de Chevalley et Weil : 

Proposition 5.2. — Soit S un schema normal, integre, de corps des frac- 
tions K. Soit J^T un S-champ de Deligne-Mumford qui est propre et etale 
sur S. Alors, le corps residuel de tout point algebrique du K-champ St^K est 
non ramifie sur S. 

Demonstration. — Pour la demonstration, on pent supposer que S est le spec- 
tre d'un anneau de valuation discrete. 

Soit X I'espace algebrique grossier associe a D'apres les arguments du 
cor. 4.3, c'est en fait un S'-schema. La factorisation J^T — > X — > 5 et le fait 



que ^ soit propre et etale impliquent que X est fini et etale sur S. 



''^'Un S'-corps est un corps K mundi d'un morphisme de Spec.R' vers S. 
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Soit ^ un point de 2^ . Son image dans X definit un K(^)-point x d'un 5- 
schema fini et etale, oii le corps residuel de ^, fi:(^), est une extension finie 
de K. Soit K la cloture integrale de S dans k(^). D'apres le critere valuatif 
de proprete, x se prolonge en une section Speci? X dont Timage est neces- 
sairement etale sur S. Autrement dit, k(^) n'est pas ramifiee sur K. □ 

Une premiere consequence de ces considerations est une generalisation d'un 
theoreme de S. Beckmann Q concernant le corps des modules d'un revetement 
ramifie de la droite projective. 

Theoreme 5.3. — Soit S un schema normal, integre, de corps des frac- 
tions K ; soit X un S -schema lisse, D un diviseur a croisements normaux 
relatif dans X. Soit G un groupe fini ( resp. soit n un entier) ; on suppose que 
le cardinal de G ( resp. n\ ) est inversible sur S. 

Alors, le corps des modules d'un revetement (a priori defini sur une exten- 
sion finie de K) galoisien de groupe G (lesp. d'un revetement de degre n) 
de X , non ramifie hors de D, est non ramifie sur S. 

Demonstration. — II suffit d'appliquer le theoreme de Chevalley-Weil 
(prop. PD au champ de Hurwitz adequat (JT^'^ \ ^-^\X/S), resp. Jf'"'^ \ ^-^\X/S)) 



et au point fourni par le revetement. □ 

Notons que dans un autre article (0), Beckmann a etabli un theoreme qui 
concerne cette fois la ramification de I'extension de corps de nombres fournie 
par la fibre d'un tel revetement. Une version plus faible decoule du theoreme 
de Chevalley-Weil applique au revetement lui-meme. Notons aussi que Conrad 
a generaliser ce second theoreme dans ||^] de la dimension superieure. 

II serait probablement interessant d'interpreter ce resultat dans le cadre de la 
geometric logarithmique. 
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